Numarul combinarilor C(n, k) 


Date fiind valorile k <= n, ne propunem sa calculam numarul de 
combinari de n elemente luate cate k. 


Procedura Factoriallint n) 


Aceasta procedura calculeaza factorialul unui numar intreg n 
iterativ. 


Complexitatea de timp: O(n) deoarece bucla for ruleaza den - 1 
ori 


Complexitatea de spatiu: O(1) deoarece foloseste doar o variabila 
suplimentara f pentru a stoca rezultatul si o variabila de control 
pentru bucla 


Procedura Combinari(int n, int k 


Aceasta procedura utilizeaza functia factorial pentru a calcula 
coeficientul binomial C(n, k) utilizand formula 


Complexitatea de timp: Suma complexitatilor apelurilor la 
factorial, adica O(n) + O(n - k) + O(k) = O(n) => O(n) 


Complexitatea de spatiu: Procedura „Combinari” utilizeaza doar o 
variabila pentru stocarea rezultatului final si variabile pentru 
stocarea rezultatelor intermediare ale apelurilor la „Factorial”. 
Astfel, complexitatea de spatiu este constanta, adica 0(1). 


Rezumat 
Complexitatea de timp: O(n) 


Complexitatea de spatiu: O(1) 


Combinari 2 


Algoritmul utilizeaza o abordare recursiva. Complexitatea de timp 
si de spatiu a acestui algoritm poate fi analizata dupa cum 
urmeaza: 


Complexitatea de timp 


Este exponentiala. Fie T(n, k) timpul de executie pentru calcularea 
Combinari(n, k). Relatia de recurenta a acestui algoritm este: 


T(n, k) = T(n-1,k)+ T(n-1,k-1) 


Aceasta este similara cu relatia de recurenta pentru coeficientii 
binomiali. In cel mai rau caz, timpul de executie este 0(21) 
deoarece numarul de apeluri recurente creste exponential pe 
masura ce valoarea lui n creste. Aceasta se intampla deoarece 
pentru fiecare apel de functie, algoritmul face doua apeluri 
recurente pana la conditiile de oprire. 


Complexitatea de spatiu 


Este determinata de adancimea stivei de apeluri recurente. In cel 
mai rau caz, adancimea stivei este O(n), deoarece fiecare apel de 
functie face apeluri recurente pana la reducerea lui n la O sau k la 
0. 


Complexitatea de timp: 0(2") 
Complexitatea de spatiu: O(n) 
Combinari 3 


Aceasta procedura utilizeaza programarea dinamica pentru a 
calcula coeficientul binomial C(n, k). Ideea principala este de a 
construi o matrice „c” in care fiecare element „c[i][j]” reprezinta 
C(I, j), adica numarul de combinatii de a alege „j” elemente dintr- 
un set de „i” elemente. 


De exemplu, daca vrem sa calculam C(5, 2), atunci rezultatul se 
va gasi in c[5][2]. 
Complexitatea de timp 


Initializarea matricei „c” presupune crearea matricei de 
dimensiune (n + 1)* (n + 1). Aceasta este o operatiune de 
complexitate O(n?) 


Popularea valorilor initiale in matrice sunt operatii constante, 
adica O(1) 


Umplerea matricei „c” utilizand doua bucle „for” este de ordinul 
O(n?) 


Complexitatea de spatiu 


Matricea are dimensiunea (n + 1) * (n + 1), ceea ce inseamna ca 
ocupa spatiu de O(n?) 


Rezumat 
Complexitatea de timp: O(n?) 


Complexitatea de spatiu: O(n?) 


Combinari 4 


Aceasta procedura utilizeaza o abordare optimizata a programarii 
dinamice pentru a calcula coeficientul binomial C(n, k). In loc sa 
se foloseasca o matrice complete de dimensiune (n + 1)* (n + 1), 
aceasta foloseste doua array-uri de dimensiune k + 1 pentru a 
economisi spatiu. 


Complexitatea de timp 
Initializarea array-urilor este o operatie de complexitate O(k) 


Buclele „for” pentru recalcularea combinatiilor face ca 
complexitatea de timp totala a procedurii sa fie O(n * k). 


Complexitatea de spatiu 


Fiecare array are dimensiunea de k + 1, ceea ce inseamna ca 
ocupa spatiu de O(k) 


Rezumat 
Complexitatea de timp: O(n * k) 
Complexitatea de spatiu: O(k) 


Subsecventa crescatoare de lungime maxima 


LIS - Longest increasing subsequence 


Fie un sir de n numere intregi ao, a1, ..., an-ı. Sa se determine 
secventa crescatoare ai <= aiz <= ... <= Air de lungime maxima. 
Solutie: 


- Pentru fiecare element ali], vom calcula lungimea celei mai 
lungi subsecvente crescatoare care poate fi formata 
incepand cu ali] si vom retine aceasta lungime intr-un nou 
vector, denumit lung, la pozitia i (memoizare). 

- Presupunand deja calculate valorile lung[j] pentru fiecare j = 
i + 1,n- 1, construim cea mai lunga subsecventa 
crescatoare din multimea a care incepe cu elementul ali], 
adaugand acest element celei mai lungi subsecvente 
crescatoare care incepe cu alj] (j =i + 1, n - 1), respectand 
conditia ca a[i] <= alj]. 


Complexitate de timp: O(n?) datorita parcurgerii dublu „for” 


Complexitate de spatiu: O(n) datorita vectorului „lung” utilizat 
pentru a stoca lungimile subsecventelor crescatoare. 


Tiparire LIS 


Algoritmul este destinat sa tipareasca cea mai lunga subsecventa 
crescatoare dintr-un sir de numere, utilizand vectorul „lung” care 
contine lungimile subsecventelor crescatoare maxime calculate 
de la fiecare pozitie. 


- Se determina lungimea maxima si pozitia initiala 
- Se tipareste lungimea maxima 
- Se tipareste subsecventa crescatoare 


Complexitate de timp: O(n) datorita parcurgerii vectorului „lung” 
si a vectorului „a” pentru tiparirea subsecventei crescatoare 


Complexitate de spatiu: O(1) suplimentar fata de spatiul deja 
alocat pentru vectorul „lung” 


Subsecventa comuna de lungime maxima 


LCS - Longest Common Subsequence) 


Fie doua siruri de numere intregi a si b de dimensiuni n si m. Sa se 
determine subsecventa comuna sirurilor a si b de lungime 
maxima. 


Intrare leşire 
n=11 | Imax=4 
a=765282814710 6287 
m=7 
b=692189 7 


765282814710 
6921897 


Fie matricea /ung de dimensiune n * m cu semnificatia: 
- LungLi, j] reprezinta lungimea celei mai lungi subsecvente 
care se poate forma cu elementele a[0], a[1], ... a[i] si b[O], 
b[1], ... pIj] 


Pentru a calcula lungli, j] (i, j >= 1), reducem problema la 
subsirurile i - 1 (a) respectiv j - 1 (b) pentru care avem calculate 


valorile lungi - 1, j], lungli, j - 1], lungli - 1, j - 1]. 


ae Înle 
eee. ` ~lung[ij] 
lung[i-1,j- a SS Is Sa 


ÞE Fe 


Pentru a ajunge la subsecventa de lungime i + 1 din multimea a si 
de lungime j + 1 din multimea b avem trei posibilitati: 


1) Primelor i elemente din a le adaugam ali] -> lungimea celei 
mai lungi subsecvente comune va fi lungli - 1, j]. 
2) Primelor j elemente din b le adaugam b[j] -> lungimea celei 
mai lungi subsecvente comune va fi lungi, j - 1]. 
3) Primelor i elemente din a le adaugam ali], iar primelor j 
elemente din b le adaugam b[j], caz in care: 
a. Daca ali] = b[j] -> lungli, j] = lungli - 1,j-1]+1 
b. Altfel, lungimea celei mai lungi subsecvente comune va 
fi lungli - 1, j - 1] 


Lungimea celei mai lungi subsecvente comune sirurilor a si b se 
va afla in matricea lung la locatia [n - 1, m- 1]. 


a/b 7 6 5 2 8 2 8 1 4 7 10 
6 9) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
9 (0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
2 9) 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 
1 9) 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 
8 9) 1 1 2 3 3 3 3 3 3 3 
9 9) 1 1 2 3 3 3 3 3 3 3 
7 1 1 1 2 3 3 3 3 3 4 4 


Complexitate de timp: O(n * m) datorita parcurgerii matricei 
„lung” si calculul fiecarui element al acesteia 


Complexitate de spatiu: O(n * m) datorita stocarii matricei „lung” 
de dimensiune n * m. 


Drum in labirint 


Fie un labirint 2D specificat sub forma unei matrice de dimensiune 
m * n, in care fiecare element poate lua o valoare din multimea 
10, *) astfel: caracterul * codifica peretii labirintului sau 
obstacole, iar O locatii libere. 


Cunoscand un punct de start si un punct destinatie specificate 
prin coordonatele (linie, coloana), determinati cel mai scurt drum 
care leaga cele doua puncte. 


Consideram ca dintr-o locatie (i, j) putem efectua deplasari in 
patru locatii vecine, conform diagramei: 


i-1, j 
Li |i j+1 


i+1, j 


Intrare leşire 

712 15 
000000*0***0  (2,1),(3,1),(4,1), 
00* ****0*00* (5,1),(5,2),(5,3), 
00*000*0*00* | (4,3),(3,3),(2,3), 
00*0*000*00* | (2,4),(2,5),(3,5), 
00*0*****000 | (3,6),(3,7),(2,7) 
*000*000*0** 

săi unui € ăi 

21 

2 7 


0|1|213)14|5|6|7|8|19|10|11 


Algoritmul lui Lee 


Reprezinta o varianta eficienta de a determina drumuri de 
lungime minima in cadrul unui labirint. Pentru rezolvare, folosim o 
structura de tip coada, in care adaugam in mod iterativ toate 
locatiile din labirint la care putem ajunge prin drumuri de o 
anumita lungime (plecand de la lungime = 1) astfel: 


- Initial, punctul de start este adaugat in coada 
- Toti vecinii liberi ai punctului de start vor fi adaugati in coada 
- Extragem pe rand cate o locatie din coada (locatia curenta) 


- Pentru aceasta locatie curenta, adaugam in coada toti vecinii 
(nevizitati inca) la care putem ajunge din respectiva locatie. 
- Algoritmul se incheie cand coada este vida. 


Pentru fiecare locatie (i, j) extrasa din coada avem urmatoarele 
variante de continuare a drumului: 


- Locatia vecina (iv, jv) este ocupata (in matrice avem valoarea 
*). Prin urmare, locatia (iv, jv) nu va fi adaugata in coada. 

- Locatia vecina (iv, jv) este libera si, drept urmare, putem 
continua parcurgerea labirintului deplasandu-ne catre (iv, jv). 
Noua locatie va fi adaugata in coada si, in acelasi timp, 
marcam in matricea labirintului lungimea drumului pana in 
locatia curenta de unde am venit (iv, jv) la care adaugam inca 
o deplasare (+1). 


10 | 11 
12 | 13 14 


AIWUINIUUI A O 


MO BAeIJIWUINIeI O 


Complexitatea de timp: O(n * m) datorita procesarii fiecarei celule 
a matricei „a” o singura data. 


Complexitatea de spatiu: O(n * m) datorita stocarii matricei „a” si 
a cozii care poate contine pana la toate celulele matricei in cel 
mai rau caz. 


Tiparire algoritmul lui Lee 


Pentru afisarea drumului, plecam din locatia destinatie urmarind 
la fiecare pas sa efectuam deplasarea intr-o locatie vecina avand 
lungimea drumului mai mica cu o unitate. 


Complexitatea de timp: O(n * m) in cel mai rau caz, datorita 
parcurgerii drumului de la pozitia de stop la pozitia de start in 
matrice 


Complexitatea de spatiu: O(1) deoarece spatiul suplimentar 
utilizat este constant, independent de dimensiunea matricei. 


